Elementy rachunku prawdopodobienstwa
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Rozklad rownomierny na przedziale [a,b]
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Obliczanie catek metoda Monte Carlo

metoda prébkowania prosteqgo y

0< f(x)<M M-
dlaxe(a,b)

! F(x)dx = ;M(b —a);

bk

bj bj ...a{f(X)dX=;VK

Przykladowy algorytm

randomize;
N:=100000;
nc:=0;
for 1:=1 to N do
begin
X1:=random* (b-a) + a;
yi:=random*M;
1f yi<f(xi) then Inc(nc);
end;
calka:=nc*M* (b-a) /N;

I

1/////////////% f (x)x



metoda probkowania sredniej (sample mean method)

[ F@x=b-a)(f) =23 fx)

Przvkladowy algorytm

randomize;
N:=100000;
suma:=0;
for i:=1 to N do
begin
x1:=random* (b-a) + a;
suma:=suma + f(xi);
end;
calka:=suma* (b-a) /N;

0goIny wzor na catkowanie wielowymiarowe

]i ]i ]if(X)dCD(X):<f>:]1]if(Xi)

0

]i ]i _[of(xl,x2’,..,xK)dq)(xl,x2’,..,xK):<f>:jiliz]\/l:f(X3,xi2,...,in<)

gdzie: @D(X) - dystrybuanta zmiennej X: dO(X) = ¢(X)dX
np: do(x)=

5 dx (1-wym. rozklad rownomierny)
—a



generowania liczb pseudolosowych o rozktadzie rownomiernym

Generatory liniowe
X = (aan +a, X, ,t.ta, X, .+ c) mod m

k=1 = X,,, =(a,X, +c)mod m

przyktady
a c m autor
22.237+1 0 2% | Zielinski (1966)
69069 1 2°*|Marsaglia (1972)
40692 0| 2°'-249|L'Ecuyer (1988)
6890960246026 0 2**| Fishman (1990)

inne ogolne generatory liniowe (Marsaglia, 1995):

X, =(1176X, , +1476 X,_, +1776 X, ;) mod (2% - 5)
X, =2"(X,, +X,, +X,_;+c) mod (2° —1629)

Generatory nieliniowe

X, = (aX it b) mod m Fichenauer-Lehn (1986)

X, = (a(n +ny)+ b)_1 mod m Eichenauer-Hermann (1993)

Inne generatory
- generatory Fibonacciego
- generatory na rejestrach przesuwnych
- generatory oparte na mnozeniu z przeniesieniem

- generatory mieszane

Testy zgodnos$ci

- E(X); D*(X); momenty; y*; testy wiclowymiarowe, testy par...
- Rozktady punktéw w kostce wielowymiarowej [1,0]":
L (X, X ey X ) (X X X g )soe

2 (X, Xy X ) (X Xz seos Xy )ooe



generatorow liczb loso

Test chi-kwadrat

Niech: F(a)=0, F(b)=1,

a=a,<a <a,<..<a, =b -rozbicie zbioru wartosci X

p=Pla  <X<a}, i=12,...

n; - liczba takich elementow X ciagu X,,...,. X, spetiajacych a, | < X <q,
Dla duzego n statystyka

k 2
2 (I’li —np i)
Xel =2,
a Z np,
ma rozktad bliski rozktadowi chi-kwadrat o k-1 stopniach swobody.

Dla p, =1/k mamy:

2 _Ek 2
X1 = n, —n
nio

Podobnie z rozkladami wielowymiarowymi (X,..., X, )

Test najmniejszej odlegtosci w parach
Generujemy n punktow z kostki m wymiarowej (0,1)".
Obliczamy odlegtosci w metryce euklidesowej dla wszystkich (g) par pkt.

Niech D oznacza najmniejszg z tych odleglosci.

=  zmienna losowa T = n”D" /2 ma rozktad wyktadniczy ze $rednia 1/V,

gdzie V oznacza objgtoS¢ m-wymiarowej kuli jednostkowe;.

Uwaga. Generatory liniowe zwykle nie spetniajq tego testu!



Generowanie liczb pseudolosowych o rozktadzie dowolnym

Niech a ma rozktad rownomierny na przedziale (0,1)
Def. X=FY(a)

bo: P{X <x}= P{F—l(a) < x} = Pla < F(x)} = F(x)

Przyklad 1 - funkcja trojkatna

Ax, xe(0,1)

f= {o, x & (0,1)

Przyklad 2 - funkcja potegowa

Ax", x€ (0,1)

/= {o, x & (0,1)

Przyklad 3 - funkcja wyktadnicza; 4 >0

Ae ™, x>0
0, x<0

f(x):{



Przyklad 4 - niejednorodny rozktad wyktadniczy:

f(x)= {“x)exp[‘ f;ﬁmd"} x2 0
0, x<0

j_’; fHdt=a = j:/z(z)dz = —In(l- &)

X .
jo At)dt =—-Ina - rGwnanie na x



Metoda eliminacji (von Neumann, 1951)
Wariant szczegolny

Niech f(x) bedzie ggstoscia interesujacego nas rozktadu.
Eldvxe(a,b) f(x)<d, vng(a,b) S(x)=0

1. Generujemy dwie zmienne losowe U, 1 U, o rozkladach rownomiernych
U, (a,b) i U,(0,d).
2.Jezell U, < f (Ul), to przyja¢ X =U,; w przeciwnym przypadku parg

(U LU 2) wyeliminowac 1 powtorzy¢ obliczenia od p.1.

— Zmienna X ma rozktad f(x).

Wariant ogolny

Wybieramy taka ggstos¢ prawdopodobienstwa g(x), aby generowanie liczb

losowych o tej gestosci bylo tatwe 1 szybkie oraz wyznaczamy stala ¢ > 0,
taka, ze
vxe(a,b) f(x) < Cg(x)

g(x) - gestos¢ dominujaca

1. Generujemy punkt losowy X o rozktadzie g(x) oraz liczb¢ losowa U
o rozktadzie rownomiernym U (O,l).

2. Powtarzamy generowanie wg. p.1 dopoki nie zostanie spelniony warunek
akceptacji
cUg(X) < f(X)

— Zmienna X ma rozktad f(x).

Wybdr optymalnej state;:

[rw
P g<x>}




Przyklad.
Generowanie rozktadu normalnego przy uzyciu rozktadu wyktadniczego N(0,1).

Ogolnie:
—(x—p)

20°

— o0 < X<

N(uo): £ (0= Ujﬁ exp

Metoda:
1. Poczatkowo generujemy zmienna losowa X o gestosci:

\/zexp —x , x>0
S(x)=q\m 2

0, x<0
(dodatnia potowka rozktadu normalnego), przy uzyciu gestosci dominujace;:
g(x)=-e"dla x >0 - oznaczamy go przez E(0,1).

Uwaga: dla U(0,1), zmienna (—In(U)) ma rozktad wyktadniczy o gestoscei g.

Stata ¢ wynosi

2. Wyposazamy zmienng X w znak (+) lub (-) z prawdopobienstwem 1/2.

Algorytm:

repeat
Generuj X o rozktadzie wyktadniczym E(0,1)
Generuj U o rozktadzie rownomiernym U(0, 1)
until

,/kUe_X < \/zeXz/ 2
s N7

Generuj U o rozktadzie rownomiernym U(0, 1)
if U<0.5 then X — (—X)

return X



Inne metody generowania rozkladu normalnego

I. Metoda odwaracania dystrybuanty (Odeh 1 Evans, 1974)

Przyblizenie:

F\uw) = g(u) dla 10 <u<0.5
—g(l—u) dla 0.5<u<107%

gdzie:

ewy=t—L0  omu

M(1)

L(t) = 0.322232431088 +  + 0.3422420885471* +
+0.0204231210245¢° +0.0000453642210148¢*

M (t) = 0.0993484626060 + 0.588581570495¢ 4 0.531103462366¢
+0.103537752850¢° + 0.0038560700634¢*

I1. Metoda dekompozycii (Marsaglia 1 Bray 1964)




Symulacja Monte Carlo

2 Wybor reprezentacji uktadu

» Obliczenia dla procesu elementarnego

Wybor stanu poczatkowego

Repeat
Okreslenie prawdopodobienstw zmiany stanu
Generacja zmiennych losowych odpowiadajacym

wszystkim mozliwym przej$ciom

Realizacja

until koniec

Zapis wynikow

Uklad o odpowiedzi Uklad o odpowiedzi

liniowej nieliniowej
. powtarzamy realizacje . znajdujemy minimalne N
procesu dla N czastek ktore dobrze opisuje uktad
wyniki sumujemy makroskopowy

obliczenia wykonujemy
jednoczesnie dla N czastek



1. Symulacja Monte Carlo z czasem dyskretnym

Wybor stanu poczatkowego

t—t,— At

Repeat
t<—t+ At
Okreslenie prawdopodobienstw zmiany stanu
Generacja zmiennych losowych odpowiadajacym

wszystkim mozliwym przejSciom w czasie At

Realizacja

until koniec or ¢t > 1,

Zapis wynikow

2. Symulacja Monte Carlo z czasem cigglym

Wybor stanu poczatkowego
[ <1,

Repeat
Okreslenie prawdopodobienstw zmiany stanu
Generacja czasow przej$cia Az, dla kazdego

procesu elementarnego P;
Wybor najkrotszego czasu Ar_ . odpowiadajacego P,
Realizacja pierwszego przejscia P,
tt+ At
until koniec or t > 1,
Zapis wynikow



Typy procesow ze wzgledu na zaleznos¢ rozkladu
prawdopodobienstwa od historii ukladu
(wybor chwili poczatkowe))

Procesy niezalezne od historii Procesy z pamigcig

(procesy Markowa)

Przyklady symulacji Monte Carlo z czasem dyskretnym
(liniowe)

1. Rozpad promieniotworczy

2. Ruchy Browna (bladzenie przypadkowe - random walk)

Przyklady symulacji Monte Carlo z czasem ciaglym
(liniowe)

1. Rozpad promieniotworczy

2. Transport nosnikow tadunku w materiale dielektrycznym

Przyklad symulacji Monte Carlo z czasem ciaglym
(nieliniowy)

Rekombinacja promienista w dielektrykach




